
第 23卷 第 2期
2008年 2月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 23 No . 2
Feb. 2008

文章编号 : 100028055 (2008) 0220311206

准一维可压缩瞬变管流的有限体积模型
( Ⅰ)流场的有限体积模型
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摘　　　要 : 针对现有流体系统一维动力学模型缺乏统一的理论推导过程和能够涵盖众多模型的基本方程

组的现象 ,从适用于连续介质控制体的欧拉型积分形式的流动守恒方程出发 ,经过合理模化推导得到了可压

缩变截面管流准一维瞬变流动积分形式和微分形式的守恒方程.通过保留能量方程中的变体积项考虑了由

于控制体体积的改变所输出的膨胀功.通过对守恒方程在空间交错网格上的有限体积离散建立了一种计算

准一维可压缩变截面管流瞬变流场的有限体积模型 ,该模型可考虑变体积、变物性、轴向热传导、重力场影响 ,

一方面 ,在深化和阐明了有限元状态变量模型体系的理论基础的同时 ,拓宽了其对瞬变流动的适用范围 ,另一

方面 ,结合阀芯节流模型 ,从此模型出发可推导出管路系统常见元件的流场模型.
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Finite volume model for quasi one2dimensional compressible

transient pipe flow

( Ⅰ) Finite volume model of flow f ield

C H EN Yang , GAO Fang , ZHAN G Zhen2peng , CA I Guo2biao

(School of Ast ronautics ,

Beijing University of Aeronautics and Ast ronautics ,Beijing 100083 ,China)

Abstract : Given the fact t hat t here is lack of a uniform deduction process in t heory and

an all2embracing base equation group for existing one2dimensional dynamic models of flow

system , t he integral and differential conservative equations of quasi one2dimensional com2
pressible t ransient flow in pipe with variable section were derived by rational modeling based

on integral conservative equations in Eulerian type of specification suitable for cont rol volume

of continuous fluid media. The expansion work resulted f rom variation of cont rol volume was

taken into account by reserving t he variable volume term in energy equation. With two kinds

of finite volume grids which are interlaced in discrete space , a finite volume model was estab2
lished to describe quasi one2dimensional comp ressible t ransient pipe flow field. Actions de2
rived f rom variable volume , variable fluid p roperties , axial heat conductivity and gravity

were considered in t he model . This reinforces and clarifies t he t heoretical foundation for the

numerical system of finite element state2variable model , and also improves t he scope of appli2
cation. On t he other hand , t he model can be f urther developed to establish flow field models

of common component s in pipe system in collaboration wit h t hrottling model of valve core.
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　　一般的流体管路系统通常包括许多组件 ,在

低频区域 ,典型的集中参数研究思路[123 ]是采用流

感、流容、流阻、流导进行动态建模 ,这四个理想元

件分别对应流体的惯性、可压缩性、粘性剪切摩擦

引起的压强损失、热传递作用.在中高频区域 ,典

型的分布参数研究思路是采用管道、容腔、阀门三

个基本元件进行模块化建模[3 ] .这两种建模思想

已广泛应用于流体管路系统的静动态数值研究

中 ,然而受计算机速度的制约 ,大多数模型针对所

研究的对象采用了尽可能多的简化 ,刘昆等[ 324 ]提

出的有限元状态变量模型已是当前管路系统领域

简化最少的分布参数流体瞬变模型 ,仍然引入了

忽略轴向热传导、忽略重力场、忽略环境对管壁传

热、管壁材料常物性的假设 ,并且只针对体积恒定

的控制体进行了推导 ,文献[5 ]给出了变体积理想

气体容腔的方程 ,但是缺乏一种可描述流体瞬变

流动的统一模型.随着计算机速度的日益发展 ,有

必要从原始流动守恒方程出发建立一种简化最少

的准一维可压缩瞬变管流的守恒数值模型.由于

流体管路系统组件的众多 ,对其开展数值仿真必

然不会局限于对一、二个组件的专项研究 ,而是一

个容纳众多组件的数值仿真体系 ;由于流体管路

系统中流体介质的种类众多并且伴随着气、液相

之间的互相转变 ,必然需要一个能够容纳众多流

体状态方程的数值体系.构建这样一个能够描述

含有不同结构和功能组件、能够描述不同流体流

动的数值体系 ,对基本方程的统一性和普适性以

及离散方程的多样性和特定性提出了很高的要

求.

虽然国内外现有的数值体系种类众多[6 ] ,但

是由于特征线法不适合处理复杂的组件边界连接

关系 ,在多组件的模块化建模方面存在先天的不

足 ,而有限体积法由于易于处理组件连接关系、离

散过程物理意义明确并且可以保证离散后的模型

满足物理守恒律 ,因此 ,交错网格有限体积法的出

现将会逐渐取代特征线法和物理意义不甚明确的

有限差分法 ,并逐渐成为构建大型数值仿真体系

的主流离散方法.

本文从适用于连续介质控制体的欧拉 ( Eul2
er)型积分形式的流动守恒方程出发 ,经过合理模

化推导得到了可压缩变截面管流准一维瞬变流动

积分形式和微分形式的守恒方程 ,通过保留能量

方程中的变体积项考虑了由于控制体体积的改变

所输出的膨胀功 ,通过对守恒方程在空间交错网

格上的有限体积离散建立了一种计算准一维可压

缩变截面管流瞬变流场的有限体积模型.

1　变截面瞬变管流准一维流动守恒
方程

　　应用高斯公式可把适用于连续介质控制体的

欧拉型积分形式的流动守恒方程[ 729 ]化为

∫∫∫V ( t)

5ρ
5 t

dV + λS ( t)
ρu j n j dS = 0

∫∫∫V ( t)

5ρu i

5 t
dV + λS ( t)

(ρu i ) uj n j dS =

∫∫∫V ( t)
ρf i dV + λS ( t)

njσji dS

∫∫∫V ( t)

5 E
5 t

dV + λS ( t)
Eu j n j dS =

∫∫∫V ( t)
(ρf i u i + Q) dV +

λS ( t)
( njσji u i - qi n i ) dS

式中 ,单位体积总能量 E =ρ e +
1
2

ui u i , e为单

位质量的内能 , Q为辐射或化学能释放等因素产

生的控制体内单位体积流体热量的增量 , q为热

通量向量 (“ - ”号表示热的流通与外法线方向相

反) , n 为作用面外法线方向 , f 为单位质量力
(ρf i V 表示体积力) ,σij为应力张量 ( i表示作用面

外法线方向 , j 表示面积力方向 , njσji S 表示面积

力) ,对于粘性流动 ,面积力为法向应力与平行于

作用面的切应力的合力 ,即σij = - pδij +τij ,δij为

单位张量.

对于 Q = 0的考虑管壁弹性的一维变截面管

内流动 ,只有沿管道轴向 ( x 方向)的流体运动和

管壁弹性变形引起的流体沿管壁外法线方向 ( r

方向)的膨胀或压缩 ,从管流中取任一有限控制体

积 ,端面的轴向坐标分别为 x1 , x2 ,控制体质心处

壁面的径向坐标为 rs ,如图 1 (a)所示.

由于只有轴向的流动速度和管壁弹性变形引

起的流体沿管壁外法线方向的膨胀速度 ,如果管

壁摩擦取唯象的准稳态描述方式 ,则

∫∫∫V ( t)
ρf i dV =∫

x2

x1

ρf x A d x , f x = gcosθ;

- λS ( t)
nj pδji dS = - λS ( t)

nx pδxx dS -
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λS ( t)
( ny pδyy + nz pδzz ) dS =

( pA ) x = x1 - ( pA ) x = x2 +∫
x2

x1

p
5A
5 x

d x ;

λS ( t)
njτji dS = Ff = -∫

x2

x1

fλ
ρu | u |

2 D
A d x ;

λS ( t)
nj ( - pδji +τji ) ui dS = ( puA ) x = x1 -

( puA ) x = x2 - ( pu s S s) r = rs
+ λS ( t)

njτji u i dS ;

λS ( t)
( - qi n i ) dS = - q

·
S + λA 5 T

5 x x = x2

-

λA 5 T
5 x x = x1

, q
·

=α( T - Tw )

式中 g为重力加速度 ,θ为一维管流流动方向至

重力加速度方向的旋转角 , Ff 为管壁摩擦力 , fλ

为准稳态的摩擦损失系数 (亦称 Darcy 摩擦因

子[5 ] ) , D为管道内径 (通常内径应该用 d 表示 ,

为了区别于全微分符号 ,采用 D表示) , us 为管壁

弹性变形引起的流体沿管壁外法向的膨胀速度 ,

S s 为管壁弹性变形区域的内表面积 ,λ为流体导

热系数 , q
·为控制体对管壁的单位面积上的热流

密度 (通常按对流换热考虑) ,α为流体与管壁之

间的对流换热系数 , Tw 为管内壁温度 , S 为控制

体所在位置管壁的内表面积.

如果定义 f R =
fλu| u|

2 D

[3 ]

,那么 f R 相当于单

位质量流体受到的管壁摩擦阻力 ,这样一来就好

像有一个体积力场 f R 作用在控制体体积上 ,如

图 1 (b)所示 ,则λS ( t)
njτji dS = -∫

x2

x1

f RρA d x

(a) 控制体实际受力情况

(b) 控制体等效受力情况

图 1　一维可压缩变截面瞬变管流有限控制体积

受力分析

Fig. 1　Forces analysis of finite control volume for one2
dimensional compressible t ransient pipe flow

　　考虑到实际流体在管壁处的无滑移条件 ,又
由于准一维流动不考虑剪切变形 ,因此可忽略粘

性应力所作的耗散功 ,即λS ( t)
njτji u i dS = 0 .

Q = 0的可压缩变截面管流准一维瞬变流动
守恒方程最终可积分为如下形式

5
5 t∫

x2

x1

ρA d x = (ρuA ) x = x1 - (ρuA ) x = x2

5
5 t∫

x2

x1

ρuA d x = (ρu2 A + pA ) x = x1 - (ρu2 A + pA ) x = x2 +∫
x2

x1

p
5A
5 x

d x +∫
x2

x1

ρf x A d x -∫
x2

x1

f RρA d x

5
5 t∫

x2

x1

EA d x = EuA + puA - λA 5 T
5 x x = x1

- EuA + puA - λA 5 T
5 x x = x2

-

( pus S s) r = rs
+∫

x2

x1

ρf x uA d x - q
·

S

(1)

　　设管道周长为 C ,管壁弹性变形区域的周长

为 Cs ,则 S =∫
x2

x1

Cd x , S s =∫
x2

x1

Cs d x ,由于 x1 , x2是

任意选取的 ,且假定被积函数连续 ,从式 (1)出发
可得到

5 (ρA )
5 t

+
5 (ρuA )

5 x
= 0

5 (ρuA )
5 t

+
5 (ρu2 A + pA )

5 x
= p

5A
5 x

+ρA f x - ρA f R

5 ( EA )
5 t

+
5 EuA + puA - λA 5 T

5 x
5 x

= - pu s Cs +ρf x uA - q
·

C

(2)
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　　此即为 Q = 0的可压缩变截面管流准一维瞬

变流动守恒方程的微分形式.

补充流体的状态方程

p = p (ρ, T) , e = e( p ,ρ)

由上述方程出发可以分析考虑管壁弹性变

形、考虑变物性、考虑重力场、考虑摩擦力影响、考

虑流体轴向热传导、考虑管壁传热的一维可压缩

变截面管流的瞬变流动.能量方程中的管壁弹性

变形项在控制体体积可变时 (例如某部分管壁为

可动活塞的流体腔)的物理意义为流体向外输出

的膨胀功.

2　改进的有限元状态变量模型

刘昆等[324 ]从一维可压缩瞬变流积分形式的

守恒方程出发 ,通过引入空间位置交错的两种有

限控制体积 ,对其分别进行质量、能量和动量守恒

方程的空间离散 ,提出了一维可压缩瞬变流的有

限元状态变量模型 ,解决了以往同类模型的不足

之处.与计算流体力学中传统的加权残差解有限

元方法不同 ,该模型只是在几何分割上采用了有

限元的思想 ,最终的常微分方程是通过有限体积

离散得到的 ,实质上属于有限体积法.模型忽略了

重力场和管流轴向热传导 ,最终得到的常微分方

程是针对恒定体积控制体推导的 ,未考虑控制体

体积可变时的情况.

以下从式 (1)出发 ,采用有限元状态变量模型

的空间交错网格划分方法 ,推导适用范围更为广

泛的有限体积模型.

如图 2将流体管道进行网格划分 ,在状态单

元 (图中的实线单元)内 ,认为流体的压强、密度、

温度和单位质量内能等状态参数是瞬时一致的 ;

在速度单元 (图中的虚线单元)内 ,认为流体的速

度是瞬时一致的.为了区别这两种控制体 ,分别采

用 i , j 表示状态单元与速度单元的编号 ,管道两

端的半个速度单元贮存管道的边界条件 ,分别用

下标 a和 b表示.

对每个有限控制体积单元运用积分形式的守

恒方程 ,即式 (1) ,由于在单元内各变量是瞬时一

致的 ,与位置无关 ,对第 i + 1个状态单元及第 j +

1个速度单元可得

∫
x i+1

x i

ρA d x =ρi∫
x i+1

x i

A d x =ρi V i

∫
x i+1

x i

EA d x = Ei∫
x i+1

x i

A d x = Ei V i

∫
x- j

x- j - 1

ρuA d x = uj ρj - 1∫
x j

x- j - 1

A d x +ρj∫
x- j

x j

A d x =

ρj - 1 V j - 1 +ρj V j

2
uj

　　ρi V i , Ei V i 分别代表状态单元的质量和能

量 ,
ρj - 1 V j - 1 +ρj V j

2
uj 代表速度单元的动量 ,对某

个特定的有限控制体 ,这些量仅仅随着时间而变

化 ,因此其偏导数变为全导数 ,式 (1)最终可离散

为如下形式 :

1) 对状态单元 : i = 0 ,1 , ⋯, n - 1

连续方程

d (ρi V i )
d t

=ρini u i A i - ρout
i u i+1 A i+1 (3)

　　通常可以认为 ( us S s ) i =
d rs

d t
S s

i
=

dV i

d t
,则

能量方程可写为

d ( Ei V i )
d t

= Ein
i u i + pin

i u i - λini
T i - T i- 1

x
-

i - x
-

i- 1
A i -

Eout
i u i+1 + pout

i u i+1 - λout
i

T i+1 - T i

x
-

i+1 - x
-

i
A i+1 -

p i
dV i

d t
+ρi f x i

V i
u i + ui+1

2
- q
·

i S i (4)

式中 , Ei =ρie i +
1
2
ρi

ui + ui+1

2

2

,状态单元边

界参数采用迎风格式

V arin
i =

V ar i - 1 if ui ≥0

V ar i if ui < 0
,V ar - 1 = V ar a

V arout
i =

V ar i if ui+1 ≥0

V ar i+1 if ui+1 < 0
,V ar n = V arb

V ar ∈{ρ, p , E ,λ, e}

图 2　一维可压缩瞬变管流的有限控制体积网格

Fig. 2　Finite control volume grids of one2dimensional compressible t ransient pipe flow
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　　对液体和流速不大 (马赫数 M a < 0. 3)的气

体速度单元 ,可以忽略动能的影响 ,即 Ei≈ρie i .

a) 对于理想气体 ,引入理想气体的内能状态

方程 ei =
pi

ρi (γ - 1)
,如果假定气体的比热比γ为

常数 ,式 (4)化为

d pi

d t
=

1
V i

　
　
γ( pin

i u i A i - pout
i u i+1 A i+1 ) +

(γ - 1)
1
2
ρini u3

i A i -
1
2
ρout

i u3
i+1 A i+1 +

λini
T i - 1 - T i

x
-

i - x
-

i- 1
A i - λout

i
T i - T i+1

x
-

i+1 - x
-

i

A i+1 +

ρi f x i
V i

u i + ui+1

2
- q
·

i S i - γp i
dV i

d t
(5)

　　b) 对一般可压缩流体 ,引入流体的内能状态

方程 e = e( p ,ρ) ,则式 (4)化为

d p i

d t
=

1
V ie
′
pi

ρini ein
i +

1
2
ρini u2

i + pin
i u i A i -

ρout
i eout

i +
1
2
ρout

i u2
i+1 + pout

i u i+1 A i+1 +

λini
T i - 1 - T i

x
-

i - x
-

i- 1
A i - λout

i
T i - T i+1

x
-

i+1 - x
-

i

A i+1 +

ρi f x i
V i

u i + ui+1

2
- q
·

i S i - (ρie i + p i )
dV i

d t
-

e′ρ
i

e′pi

dρi

d t
(6)

式中 ,内能状态方程可以采用基于物性数据的拟

合公式 , e′p =ρ5e
5 p

, e′ρ = e +ρ5e
5ρ

　　2) 对速度单元 : j = 0 ,1 , ⋯, n

设 W j =
ρj - 1 V j - 1 +ρj V j

2
uj ,则动量方程

dW j

d t
= ρj - 1 ( uin

j ) 2 + p j - 1 A
-

j - 1 -

ρj ( uout
j ) + p j A

-
j + p j - 1 ( A j - A

-
j - 1 ) +

p j ( A
-

j - A j ) +
ρj - 1 f x j - 1 V j - 1 +ρj f x j

V j

2
-

f R j

ρj - 1 V j - 1 +ρj V j

2
(7)

式中 , f x j
= gcosθj , f R j

=
fλ

j
u j | uj |

2 D j
,V j为对应

状态单元的体积 , A
-

- 1 = A
-

a , A
-

n = A
-

b ,V - 1 =

ξ0 V 0 ,V n =ξnV n- 1 ,ξ0和ξn根据管道的物理边界条

件在 0～1之间取值 ,如对管道闭端可取ξ0 = 0.当

需要捕捉锐利的激波边缘时 ,边界速度采用迎风

格式比采用算术平均值精度要高一些[4 ] .

　　3) 状态单元压强计算公式

对理想气体

pi = (γ - 1) Ei -
1
2
ρi

ui + ui+1

2

2

(8)

　　4) 状态单元温度计算公式

对理想气体

T i = p i / (ρi R) (9)

　　对一般可压缩流体 ,采用拟合公式

T i = T ( p i ,ρi ) (10)

　　5) 速度单元速度计算公式

uj = 2W j / (ρj - 1 V j - 1 +ρj V j ) (11)

　　6) 速度单元 Darcy摩擦因子计算公式

圆管内的流动通常可分为五个区域[10 ] :第Ⅰ

区 ,层流区 ,0≤Re≤2 300 ;第Ⅱ区 ,层流转向紊流

的过渡区 ,2 300 < Re≤4 000 ;第 Ⅲ区 ,水力光滑

区 ,4 000 < Re≤80 D/ hΔ ;第Ⅳ区 ,水力光滑向水

力粗糙的过渡区 , 80 D/ hΔ < Re ≤4 160 [ D/

(2 hΔ) ]0185 ;第Ⅴ区 ,水力粗糙区 (亦称阻力平方区

或完全粗糙区) , Re > 4 160 [ D/ (2 hΔ) ]0185 .式中 ,

hΔ为管壁凸起高度 ,即绝对粗糙度 , Re为雷诺

数.

在上述五个区域分别采用 fλ = 64/ Re、布拉

休斯 (Blasius)公式、布拉休斯或普朗特阻力公式、

尼古拉兹 (Nikuradse)或科尔布鲁克 ( Colebrook)

公式、卡门2尼古拉兹或适用于整个紊流的通用经
验公式 ,公式的具体形式参见文献[5 ,7 ,10 ] .很多

情况下系统初始流场速度为零 ,即 Re (0) = 0 ,认

为 0≤Re≤10时 , fλ = 614.

　　7) 状态单元对管壁的单位面积上的热流密

度计算公式

q
·

i =αi ( T i - Tw i ,0
) (12)

　　8) 动态仿真全场时间步长的确定

根据一维流场 CFL 条件确定的状态单元局

部时间步长为

Δ ti =
CFL

| ( ui + ui+1 ) / 2 |
x i+1 - x i

+
ai

x i+1 - x i

其中 0 < CFL ≤1 .

动态仿真时必须保证全场 (包括温度场)在时

间推进上的同步性 ,因此全场时间步长取为

Δt = min{min{Δti } , min{Δτi , k } } (13)

式中 ,Δτi , k为根据管壁温度场网格数值计算稳定

性准则确定的时间步长 , a为状态单元处的声速.

　　9) 状态单元声速计算公式

对理想气体

ai = γR T i = (γp i ) /ρi (14)

　　对一般可压缩流体
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ai =
5 p i

5ρi T
=

-
5 T i

5ρi p

5 T i

5 p i ρ

=
-

5ei

5ρi p

5ei

5 pi ρ

(15)

3　结　论

从模型出发点和推导过程可得出如下结论 :

(1) 本文模型是从适用于连续介质控制体的

Euler型积分形式的流动守恒方程出发 ,经过合

理模化推导得到的 ,模化后方程组中每一项的来

源都清晰明了 ,因此物理意义明确 ,在逻辑上是自

洽的.

(2) 由于采用了积分形式的守恒方程和有限

体积离散方法 ,因此最终得到的常微分方程保证

了流动的守恒性.

(3) 通过保留能量方程中的变体积项考虑了

由于控制体体积的改变所输出的膨胀功 ,因此模

型同样适用于变体积有限控制体.

(4) 通过引入流体的状态方程、Darcy 摩擦

因子经验公式和管壁换热公式使模型得到了封闭

和简化.

(5) 模型考虑了管壁弹性变形、重力场、摩擦

损失、流体轴向热传导和管壁传热、变物性 ,全面

描述了可压缩变截面管流的准一维瞬变流动.由

管道模型出发经过合理简化可以得到变体积容腔

的模型[6 ] ,通过与阀芯节流模型的组合运用 ,可以

对常见流体管路元件 (管道、容腔与分支、阀门、减

压器、调节阀、贮箱等)进行建模[6 ,11212 ] ,解决了复

杂管网系统的统一数值建模问题 ,在管路系统仿

真领域具有较好的应用前景.
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